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Svrha ovog diplomskog rada je detaljnije proucˇavanje simetrale kutova trokuta i izvodlji-
vosti konstrukcija trokuta od kojih je barem jedan od zadanih elemenata simetrala kuta tro-
kuta. Simetrala kuta, kao pravac koji dijeli kut na dva jednaka dijela, ima veliko znacˇenje u
geometriji trokuta. Cilj ovog rada je iskazati vazˇnija svojstva simetrala kutova trokuta kako
unutarnjih tako i vanjskih te iste dokazati. Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta, kao
najpoznatiji teorem vezan uz simetralu kuta trokuta, potrebno je dokazati na visˇe nacˇina,
kao sˇto bi se trebao dokazati i obrat tog teorema. Kao sˇto je poznato, uz pojam simetrala
kutova trokuta vezˇe se i pojam upisane kruzˇnice trokuta, pa c´e biti govora i o svojstvima
upisane kruzˇnice trokuta i njegovom sredisˇtu. Izraelski matematicˇar V. Oxman je istrazˇivao
nuzˇne i dovoljne uvjete za postojanje i jedinstvenost trokuta kojem je jedan od zadanih
elemenata duljina simetrale unutarnjeg kuta trokuta, pa c´e jedan dio rada biti posvec´en re-
zultatima tih istrazˇivanja. Takoder, zadatak ovog rada je istrazˇiti izvodljivost konstrukcija
trokuta od kojih je barem jedan od zadanih elemenata simetrala unutarnjeg kuta trokuta.
Prvo c´e se proucˇiti rijecˇ konstruirati, zatim c´e se neke od rjesˇivih konstrukcija opisati, tj.
provest c´e se analiza sa skicom i plan konstrukcije, a bit c´e dokazana i nerjesˇivost nekih
konstrukcija. Na temu ovog rada postoji mnogo literature, a postoji i moguc´nost nadograd-





Definicija 1.1.1. Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.
Slika 1.1
Na slici 1.1 je prikazana simetrala kuta kojem je vrh u tocˇki O, a krakovi kuta su
polupravci p i q.
Konstrukcija simetrale kuta
Kako za dani kut ^pOq konstruirati njegovu simetralu? Neka je tocˇka O vrh danog kuta.
Oko tocˇke O opisˇimo bilo koju kruzˇnicu te neka ona sijecˇe krakove danog kuta u tocˇkama
2
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Slika 1.2
A i B. Oko tocˇaka A i B opisˇimo kruzˇnice istog polumjera, vec´eg od 12 |AB| i neka je S jedno
od sjecisˇta. Prema Teoremu o sukladnosti trokuta S − S − S vrijedi 4OAS  4OBS , pa je
^AOS = ^BOS . Dakle, OS je trazˇena simetrala kuta ^pOq (slika 1.2).
Definicija 1.1.2. Udaljenost tocˇke T od pravca p je broj |T N|, gdje je N nozˇisˇte okomice
spusˇtene iz T na p, tj. tocˇka N je presjek pravca p i pravca okomitog na p koji prolazi
tocˇkom T.
Slika 1.3
Na slici 1.3 su prikazani tocˇka T , pravac p i nozˇisˇte N okomice iz T na p. U nastavku
c´emo udaljenost tocˇke T od pravca p oznacˇavati s d(T, p), odnosno d(T, AB), ako su A, B ∈
p.
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Teorem 1.1.3. (Teorem o simetrali kuta) Neka je T tocˇka unutar kuta. Tocˇka T lezˇi na
simetrali kuta ako i samo ako je jednako udaljena od njegovih krakova.
Dokaz. Neka T lezˇi na simetrali kuta s vrhom O. Iz T spustimo okomice na krakove kuta,
neka su N1 i N2 nozˇisˇta okomica spusˇtenih iz T na krakove kuta s vrhom O. Trokuti TON1 i
TON2 su sukladni prema Teoremu o sukladnosti trokuta K−S −K jer im je OT zajednicˇka
stranica, ^TON1 = ^TON2 i ^T N1O = 90◦ = ^T N2O. Slijedi, |T N1| = |T N2|.
Slika 1.4
Dokazˇimo i drugi smjer. Neka je T tocˇka sa svojstvom |T N1| = |T N2|, gdje su N1 i N2
nozˇisˇta okomica spusˇtenih iz T na krakove kuta s vrhom O. Trokuti TON1 i TON2 su
sukladni prema Teoremu o sukladnosti trokuta S − S −K jer im je OT zajednicˇka stranica,
|T N1| = |T N2| i ^T N1O = 90◦ = ^T N2O. Stoga je ^TON1 = ^TON2, pa T lezˇi na simetrali
kuta ^N1ON2. 
1.2 Simetrale unutarnjih kutova trokuta
Teorem 1.2.1. (Teorem o simetralama unutarnjih kutova trokuta) Simetrale unutarnjih
kutova trokuta sijeku se u jednoj tocˇki.
Dokaz. Neka je O sjecisˇte simetrala ^CAB i ^ABC. Kako tocˇka O lezˇi na simetrali ^CAB,
Teorem 1.1.3 povlacˇi da je d(O, AB) = d(O, AC), a kako O lezˇi na simetrali kuta ^ABC,
Teorem 1.1.3 povlacˇi da je d(O, AC) = d(O, BC).
Dakle, d(O, AB) = d(O, AC) pa prema Teoremu 1.1.3, tocˇka O lezˇi na simetrali ^ACB.
Prema tome, simetrale unutarnjih kutova trokuta ABC sijeku se u tocˇki O. 
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Slika 1.5
Iz prethodnog dokaza slijedi da je tocˇka O, u kojoj se sijeku simetrale kutova trokuta
ABC, jednako udaljena od stranica tog trokuta, pa nozˇisˇta okomica iz O na stranice trokuta
ABC lezˇe na istoj kruzˇnici i ta kruzˇnica dira sve tri stranice tog trokuta.
Definicija 1.2.2. Kruzˇnica koja dira sve tri stranice trokuta zove se kruzˇnica upisana tro-
kutu ABC.
Slika 1.6
Prema Teoremu 1.2.1, kruzˇnica upisana trokutu ABC ima sredisˇte u tocˇki O koja je
sredisˇte simetrala kutova tog trokuta, a polumjer joj je jednak r = d(O, AB) = D(O, BC) =
D(O, AC).
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Povrsˇina trokuta ABC dana je s:














(a + b + c)r
= sr,






(s − a)(s − b)(s − c)
s
.
Teorem 1.2.3. Simetrala unutarnjeg kuta iz jednog vrha trokuta i simetrala stranice nasu-
prot tom vrhu sijeku se na kruzˇnici opisanoj tom trokutu.
Dokaz. Neka je trokutu ABC opisana kruzˇnica k. Simetrala stranice BC, sa sijecˇe kruzˇnicu
k u tocˇki E. Buduc´i da ta simetrala raspolavlja stranicu BC (BD = CD) i sa ⊥ BC, ona
raspolavlja i pripadni luk B̂C, tj. |B̂E| = |ĈE|.
Slika 1.7
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Buduc´i da su obodni kutovi nad jednakim lukovima jednaki, slijedi da je




To znacˇi da simetrala kuta CAB prolazi tocˇkom E. Time je dokazana tvrdnja teorema. 
1.3 Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta
Teorem 1.3.1. (Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta) Simetrala unutarnjeg kuta
trokuta dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih stranica.
Dokaz. Prvi nacˇin. Neka je CD simetrala kuta γ. Kroz tocˇku B povucimo paralelu s CD.
Neka je E sjecisˇte te paralele s produzˇetkom AC preko C.
Slika 1.8
Vrijedi ^DCA = ^DCB = γ2 . Tada je ^BEC = ^DCA =
γ
2 i ^EBC = ^DCB =
γ
2 , jer su
to kutovi uz transverzalu paralelnih pravaca. Zakljucˇujemo ^BEC = ^EBC, pa je trokut
BEC jednakokracˇan s osnovicom BE. Slijedi |BC| = |CE|. Primijenimo Talesov teorem o











POGLAVLJE 1. SIMETRALE KUTOVA 8
Dokaz. Drugi nacˇin. Neka je D sjecisˇte simetrale kuta u vrhu C sa stranicom AB. Oznacˇimo
m = |DA|, n = |DB|. Treba dokazati da je m : n = b : a, gdje je a = |BC| i b = |CA|.
Oznacˇimo li nozˇisˇta okomica povucˇenih iz tocˇke D na stranice CA i BC s E odnosno F,
tada po Teoremu 1.1.3 vrijedi |DE| = |DF|. Oznacˇimo sa z duljinu duzˇina DE i DF.
Slika 1.9























odnosno m : n = b : a. 
Dokaz. Trec´i nacˇin. Neka je D sjecisˇte simetrala kuta u vrhu C sa stranicom AB, kao na
Slici 1.9, te neka je m = |DA|, n = |DB|. Primijenimo li na trokute ADC i BDC teorem o
sinusima, dobijemo
b : m = sin ^ADC : sin
γ
2




Kako je sin ^BDC = sin(180◦ − ^ADC) = sin ^ADC, to je b : m = a : n, odnosno
m : n = b : a. 
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Dokaz. Cˇetvrti nacˇin: koordinatnom metodom. Neka je ABC trokut. Uvedimo pravokutni
koordinatni sustav xOy tako da je sjecisˇte simetrale kuta ^ACB i stranice AB ishodisˇte
koordinatnog sustava, a stranica AB lezˇi na x−osi.
Stavimo A(−m, 0), B(n, 0),C(p, q), gdje je m > 0, n > 0, q , 0. Tada je
a = |BC| =
√
(p − n)2 + q2,
b = |AC| =
√
(p + m)2 + q2.
Jednadzˇba pravca AC je
qx − (m + p)y + mq = 0,
a pravca BC:
qx − (p − n)y − nq = 0.
Slika 1.10
Jednadzˇbe simetrala kutova izmedu pravaca AC i BC su
q√
q2 + (m + p)2
x − m + p√
q2 + (m + p)2
y +
mq√
q2 + (m + p)2
±
 q√
q2 + (p − n)2
x − p − n√
q2 + (p − n)2
y − np√
q2 + (p − n)2
 = 0
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odnosno (q
b


























Kako su a, b,m, n > 0, uzimamo pozitivan predznak i zakljucˇujemo
m : n = b : a,
sˇto je i trebalo dokazati. 
Teorem 1.3.2. (Obrat teorema o simetrali unutarnjeg kuta trokuta) Tocˇka koja stranicu
trokuta dijeli u omjeru preostalih dviju stranica lezˇi na simetrali kuta nasuprot te stranice.
Dokaz. Neka je D ∈ AB tocˇka sa svojstvom |AD||BD| =
|AC|
|BC| . Kroz tocˇku B povucimo paralelu
s CD. Neka je E sjecisˇte te paralele s produzˇetkom AC preko C (Slika 1.11).
Slika 1.11
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Dakle, |BC| = |CE|, pa je trokut BEC jednakokracˇan s osnovicom BE. Stoga je ^BEC =
^CBE. Taj kut oznacˇimo s δ.
Obzirom da je ^DCB = ^CBE = δ i ^ACD = ^BEC = δ, jer su to kutovi uz transver-
zalu paralelnih pravaca, slijedi ^ACD = ^DCB, pa je CD simetrala kuta ^ACB. 
1.4 Simetrale vanjskih kutova trokuta
Zanimljivo je da simetrala vanjskog kuta i simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijele nasu-
protnu stranicu u jednakom omjeru i to jedna u vanjskom, a druga u unutarnjem omjeru.
Zato se poucˇak o simetrali vanjskog kuta trokuta mozˇe iskazati ovako:
Teorem 1.4.1. (Teorem o simetrali vanjskog kuta trokuta) Simetrala vanjskog kuta trokuta





Dokaz. Dokaz je analogan kao prvi nacˇin dokaza Teorema o simetrali unutarnjeg kuta
trokuta. Neka je CD simetrala kuta γ′. Kroz tocˇku B povucimo paralelu s CD.
Slika 1.12
Neka je E sjecisˇte te paralele s AC. Vrijedi ^DCB = γ2 . Tada je ^EBC =
γ′
2 . Isto, zbog
Teorema o transverzali paralelnih pravaca, vrijedi ^CDA = ^EBA, pa su 4ABE ∼ 4ADC.







|AC| − |CE| =
|AD|
|AD| − |BD| .
Dakle,





Promotrimo trokut EBC. Buduc´i da je zbroj velicˇina svih kutova u trokutu jednak 180◦,
vrijedi




360◦ − 2γ − γ′
2
=









tj. trokut CEB je jednakokracˇan s krakovima CE i CB. Kad to uvrstimo u (1.2), dobijemo
trazˇeni razmjer. 
Teorem 1.4.2. Simetrale bilo koja dva vanjska kuta trokuta i simetrala preostalog trec´eg
unutrasˇnjeg kuta trokuta sijeku se u jednoj tocˇki.
Dokaz. Na slici 1.13 nacrtane su simetrale vanjskih kutova pri vrhovima B i C trokuta
ABC. Te se simetrale sigurno sijeku i njihovo sjecisˇte oznacˇimo sa S α.
Buduc´i da ta tocˇka pripada simetrali kuta β1, slijedi da je
|S aD| = |S aF|.
Isto tako, tocˇka S α pripada simetrali kuta γ1, zbog cˇega je
|S αF| = |S αE|.
Sada je |S αD| = |S αE|, sˇto znacˇi da tocˇka S α pripada simetrali kuta EAD, odnosno kuta
CAB. To znacˇi da se simetrale vanjskih kutova trokuta pri vrhovima B i C i simetrala
unutarnjeg kuta pri vrhu A sijeku u tocˇki S α. 
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Slika 1.13
Oznacˇimo li |S αD| = |S αE| = |S αF| = rα, zakljucˇujemo da su pravci AB, AC i BC tan-
gente kruzˇnice kα(S α, rα). Ta se kruzˇnica zove pripisana kruzˇnica trokutu ABC uz stranicu
BC. Svaki trokut ima tri pripisane kruzˇnice, a svaka od njih dira jednu stranicu trokuta i
produzˇenja ostalih dviju.
Teorem 1.4.1 je analogon Teoremu o simetrali unutarnjeg kuta trokuta po provodenju
dokaza (prvi nacˇin). Mozˇemo imati i analogon Teorema o simetrali unutarnjeg kuta trokuta
u prostoru (drugi nacˇin dokaza). Taj teorem mozˇemo izrec´i ovako:
Teorem 1.4.3. Simetralna ravnina diedarskog kuta kojeg tvore poluravnine ABD i ACD
tetraedra ABCD dijeli nasuprotnu stranu BCD u dva trokuta cˇije se povrsˇine odnose kao
povrsˇine odgovarajuc´ih strana tetraedra.
Dokaz. Neka je ABCD tetraedar kojeg promatramo. Neka je ravnina ADE simetralna
ravnina diedarskog kuta kojeg cˇine ravnine ADB i ADC. Buduc´i da je ravnina ADE sime-
tralna ravnina, ona ima svojstvo da su sve tocˇke te ravnine jednako udaljene do ploha koje
odreduju tu ravninu.
Dakle,
d(E, ABD) = d(E, ADC) = v.
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1.5 Svojstva simetrale unutarnjeg kuta trokuta
Teorem 1.5.1. Ako je D tocˇka u kojoj simetrala unutarnjeg kuta pri vhu C trokuta ABC
sijecˇe stranicu AB, tada vrijedi
|AD| = bc
a + b
, |BD| = ac
a + b
,
gdje je a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|.
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Dokaz. Neka je m = |AD| i n = |BD|, kao na Slici 1.15. Prema Teoremu o simetrali
unutarnjeg kuta trokuta vrijedi
m : n = b : a,
m : (c − m) = b : a.
Iz toga slijedi
ma = bc − bm,
pa je










Teorem 1.5.2. Ako su a, b, c duljine stranica trokuta, a sα, sβ, sγ duljine simetrala unutar-















ab(a + b + c)(a + b − c).
Pod duljinom simetrale unutarnjeg kuta trokuta podrazumijevamo duljinu odsjecˇka te si-
metrale od vrha trokuta do sjecisˇta s nasuprotnom stranicom.
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Dokaz. Prvi nacˇin. Dovoljno je dokazati prvu jednakost jer ostalo dokazujemo analogno.









Primjenom Stewartovog teorema dobivamo




























bc(a + b + c)(b + c − a).

Dokaz. Drugi nacˇin. Neka je tocˇka D sjecisˇte simetrale kuta pri vrhu A sa stranicom BC.
Slika 1.16
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Kako je P(ABC) = P(ABD) + P(ADC), to je































= cosα + 1 =




b2 + c2 − a2 + 2bc
2bc
=
(b + c)2 − a2
2bc
=









(b + c + a)(b + c − a)
bc
. (1.4)





bc(a + b + c)(b + c − a).

Teorem 1.5.3. (Steinerov teorem) Ako su duljine simetrala dvaju unutarnjih kutova u tro-
kutu jednake, trokut je jednakokracˇan.
Dokaz. Neka je D sjecisˇte simetrale kuta α i stranice BC, a E sjecisˇte simetrale kuta β i
stranice CA te neka je |AD| = |BE|. Pretpostavimo da kutovi α i β nisu jednaki.
Neka je α < β. Tada na duzˇini CE postoji tocˇka F takva da je ^FBE =
1
2
α. Kako je α < β,






α, pa je |BF| < |AF|. Stoga na duzˇini AF postoji tocˇka G takva da je
|AG| = |BF|. Trokuti AGD i BFE imaju jednake sljedec´e elemente:
|AD| = |BE|, |AG| = |BF| i ^GAD = ^FBE,
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Slika 1.17
sˇto znacˇi da su oni sukladni, odakle slijedi ^AGD = ^BFE.
Medutim, to ne mozˇe biti zbog cˇinjenice da je ^AGB vanjski kut trokuta BFG, pa imamo
da je
^AGD > ^AGB > ^BFE.
Znacˇi da pretpostavka α < β nije tocˇna. Analogno bismo zakljucˇili da ne mozˇe biti niti
α > β. Dakle, α = β, sˇto znacˇi da je trokut ABC jednakokracˇan. 
Teorem 1.5.4. Udaljenost vrha trokuta od diralisˇta upisane kruzˇnice sa stranicama tro-
kuta, kojima je taj vrh zajednicˇki, jednaka je razlici poluopsega i duljine tom vrhu nasu-
protne stranice.
Dokaz. Koristimo oznake kao na Slici 1.18. Treba dokazati:
|AE| = |AF| = s − a, |BF| = |BD| = s − b, |CD| = |CE| = s − c.
Ocˇito je |AE| = |AF|. Oznacˇimo |AE| = |AF| = x, |BF| = |BD| = y, |CD| = |CE| = z.
Vrijedi:
x + y = c, y + z = a, z + x = b.
Oduzmemo li prve dvije jednadzˇbe dobit c´emo x − z = c − a. Pribrojimo li ovo trec´oj
jednadzˇbi, imamo
2x = b + c − a = b + c + a − 2a.
Oznacˇimo opseg trokuta a + b + c = 2s pa dobijemo
2x = 2s − 2a,
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Slika 1.18
odnosno
x = s − a.
Sada se analogno izracˇuna y = s − b, z = s − c. 
Teorem 1.5.5. (Teorem o sredisˇtu trokutu upisane kruzˇnice) Sredisˇte trokutu upisane
kruzˇnice dijeli odsjecˇak simetrale unutarnjeg kuta povucˇene iz jednog vrha, a koji se nalazi
unutar trokuta, u omjeru zbroja duljina stranica kojima je taj vrh zajednicˇki i duljine trec´e
stranice.
Dokaz. Neka su AD, BE i CF odsjecˇci simetrala unutarnjih kutova trokuta ABC, a koji se
nalaze unutar tog trokuta, kao na Slici 1.19.
Tvrdnja teorema se mozˇe iskazati jednakostima:
|AO| : |OD| = (b + c) : a,
|BO| : |OE| = (c + a) : b,
|CO| : |OF| = (a + b) : c.
Primijenimo li na trokut ABD Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta, dobivamo
|AO| : |OD| = |AB| : |BD| = c : m.
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Slika 1.19
Kako je m =
ac
b + c
prema Teoremu 1.5.1, prethodnu jednakost mozˇemo pisati u obliku







|AO| : |OD| = (b + c) : a.
Ostale jednakosti dobivamo analogno. 
Poglavlje 2
Postojanje i jedinstvenost trokuta
Ovo je poglavlje posvec´eno pitanjima postojanja i jedinstvenosti trokuta kojem su zadana
tri elementa od kojih je barem jedan simetrala kuta.
2.1 O postojanju trokuta sa zadanim duljinama jedne
stranice i dvije susjedne simetrale kuta
U ovom poglavlju dajemo dovoljne i nuzˇne uvjete za jedinstvenost trokuta sa zadanim
duljinama jedne stranice i dvije susjedne simetrale kuta. Podsjetimo se (Teorem 1.5.2) da
u trokutu ABC sa duljinama stranica a, b i c, simetrala kuta s vrhom A (s nasuprotnom
















Zˇelimo dokazati sljedec´i teorem.
Teorem 2.1.1. Za zadane a, l1 i l2 > 0 postoji jedinstven trokut ABC s |BC| = a i duljinama
simetrala kutova ^ABC i ^BCA koje su redom jednake l1 i l2 ako i samo ako je√
l21 + l
2
2 < 2a < l1 + l2 +
√
l21 − l1l2 + l22.
21
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Jedinstvenost
Prvo dokazujemo da ako takav trokut postoji, da je jedinstven. Oznacˇimo duljine stranica
trokuta s a, x, y. Ako simetrale kutova nasuprot stranica duljina x i y imaju redom duljine
l1 i l2, onda iz (2.1) imamo
















, (t1 < y, t2 < x).
Neka je t > 0. Promotrimo funkciju y : 〈t,∞〉 → 〈0,∞〉 definiranu s





Ocˇito je y neprekidna funkcija na intervalu 〈t,∞〉. Ona je rastuc´a i ima kosu asimptotu
y = x + a− t2 . Lako se provjeri da je y′′ < 0 na 〈t,∞〉, pa je y konkavna funkcija i njen graf
se nalazi ispod njene kose asimptote.
Slika 2.1
Sada promotrimo sustav jednadzˇbi
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Ocˇito je da ako uredeni par (x, y) zadovoljava jednadzˇbu (2.4), onda uredeni par (y, x) za-
dovoljava jednadzˇbu (2.5), i obratno. Stoga, ove jednadzˇbe definiraju inverzne funkcije, a
(2.5) definira konveksnu funkciju 〈0,∞〉 → 〈t,∞〉 s kosom asimptotom y = x − a + t
2
. Pri-
mjenjujuc´i na funkcije y = y2(x) i x = x1(y) redom definirane s (2.2) i (2.3), zakljucˇujemo
da sustav jednadzˇbi (2.2), (2.3) ne mozˇe imati visˇe od jednog rjesˇenja.
Postojanje
Sad razmatramo pitanje postojanja trokuta sa zadanim a, l1 i l2. Prije svega napomenimo
da je, kako bi sustav jednadzˇbi (2.2), (2.3) imao rjesˇenje, potrebno da vrijedi x + a − t2
2
>
x − a + t1
2















Buduc´i da tri duljine a, x i y moraju zadovoljavati nejednakost trokuta, napomenimo da iz
(2.2) i (2.3) imamo y < a + x i x < a + y. Ako je x > a ili y > a, onda je ocˇito x + y > a.
Stoga c´emo se ogranicˇiti na x < a i y < a.
Neka je BC dana duzˇina duljine a. Uzmimo tocˇku Y u ravnini tako da simetrala kuta s





− l1 ako je ^CBY = θ. (2.7)
Neka je α = 2 arccos
l1
2a
. Pravilo pridruzˇivanja (2.7) definira rastuc´u funkciju y = y(θ) :
〈0, α〉 → 〈 al1
2a − l1 ,∞〉. Lako se provjeri da je za θ ∈ 〈0, α〉,
y >
al1
2a − l1 > y cos θ.
Graf funkcije y je neprekidna krivulja ε1 koja pocˇinje (ali nije ukljucˇena) u tocˇki M na BC
tako da je |BM| = al1
2a − l1 . Ona ima kosu asimptotu koja s pravcem BC zatvara kut α.
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Slika 2.2
Promotrimo sada lokus tocˇke Z tako da simetrala kuta s vrhom u C trokuta ZBC ima
duljinu l2 < a. Analogno zakljucˇivanje pokazuje da je to krivulja ε2 koja pocˇinje (ali
nije ukljucˇena) u tocˇki M′ na BC tako da je |M′C| = al2
2a − l2 . Ona ima kosu asimptotu koja
s pravcem CB zatvara kut 2 arccos
l2
2a




Dvije se krivulje ε1 i ε2 sijeku ako i samo ako je |BM| > |BM′|, tj. |BM| + |M′C| > a. Iz
toga slijedi
l1
2a − l1 +
l2
2a − l2 > 1.
Pojednostavljeno, imamo 4a2 − 4a(l1 + l2) + 3l1l2 < 0, ili
l1 + l2 −
√
l21 − l1l2 + l22 < 2a < l1 + l2 +
√
l21 − l1l2 + l22.
Kako je a > l1, l2, prva nejednakost vrijedi uvijek. Promatrajuc´i drugu nejednakost i nejed-
nakost (2.6) dobijemo upravo ono sˇto smo htjeli dokazati.
Specijalno, za postojanje jednakokracˇnog trokuta s osnovicom duljine a i simetralama
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Geometrijski dokaz
Lema 2.1.2. Pretpostavimo da trokuti ABC i A′B′C′ imaju sukladne stranice AB i A′B′ i
sukladne simetrale kuta α, tj. |AL| = |A′L′| . Neka je ^CAB < ^C′A′B′. Tada je |AC| <
|A′C′|.
Dokaz. Neka je K tocˇka na AL takva da je |LB| = |KB| i neka je K′ tocˇka na A′L′ takva da








|A′K′| . Neka je BN ⊥ AK, B
′N′ ⊥ A′K′. ^CAB < ^C′A′B′, pa je
Slika 2.3
^LAB < ^L′A′B′. Iz toga slijedi da je |AN| > |A′N′|. |AK| = 2|AN | − |AL| > |A′K′| =
2|A′N′| − |AL|. Tada je |AC||AB| <
|A′C′|
|A′B′| i |AC| < |A
′C′|. 
Teorem 2.1.3. Ako se trokuti ABC i A′B′C′ podudaraju u jednoj stranici i objema sime-
tralama prilezˇec´ih kutova, tada su ti trokuti sukladni.
Dokaz. Oznacˇimo dvije simetrale kuta trokuta ABC s AD i BE i neka je |AD| = |A′D′|,
|BE| = |B′E′| i |AB| = |A′B′|. Ako je ^ABC = ^A′B′C′, onda je ^ABE = ^A′B′E′. Tada je
4ABE  4A′B′E′ pa je ^BAC = ^B′A′C′, odakle slijedi 4ABC  4A′B′C′. Ako ^ABC i
^A′B′C′ nisu sukladni, tada promatramo dva slucˇaja:
Slucˇaj 1. ^ABC > ^A′B′C′ i ^BAC > ^B′A′C′. Pretpostavimo da C′ pripada unutrasˇnjosti
trokuta ACF (CF je visina trokuta ACB) ili da C′ pripada duzˇini CF, C′ se ne podudara s
tocˇkom C. Oznacˇit c´emo K = AD ∩ CF i M = C′B ∩ CF.









pa tocˇke P = DD′ ∩ CF i M pripadaju duzˇini CP. 4DAD′ je jednakokracˇan pa je prema
tome ^KD′P > 90◦, ali 90◦ > ^AKF > ^KD′P sˇto je kontradikcija s ^KD′P > 90◦. Dakle,
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Slika 2.4
C′ ne mozˇe pripadati unutrasˇnjosti trokuta ACF ili duzˇini CF. Slicˇno, dobijemo da C′ ne
mozˇe pripadati unutrasˇnjosti trokuta BCF. Dakle, prvi slucˇaj je nemoguc´.
Slucˇaj 2. ^ABC < ^A′B′C′ i ^BAC > ^B′A′C′. Po Teoremu 2.1.2 imamo da je |AC| >
Slika 2.5
|AC′| i |BC′| > |BC|. Iz toga slijedi da je ^CC′A > ^ACC′ i ^C′CB > ^CC′B. Ali,
^ACC′ > ^C′CB i ^CC′B > ^CC′A. Opet smo dobili kontradikciju te je ovaj slucˇaj
takoder nemoguc´. 
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2.2 O postojanju trokuta sa zadanim duljinama jedne
stranice, jedne susjedne i jedne nasuprotne simetrale
kuta
Razmatramo isti problem kao onaj u prethodnom poglavlju, samo sˇto u ovom poglavlju da-
jemo dovoljne i nuzˇne uvjete za jedinstvenost trokuta sa zadanim duljinama jedne stranice,
jedne susjedne i jedne nasuprotne simetrale kuta, tj. dokazujemo sljedec´i teorem.
Teorem 2.2.1. Za zadane a, la i lb > 0 postoji jedinstven trokut ABC s |BC| = a i duljinama
simetrala kutova α s vrhom u A i β s vrhom u B koje su redom jednake la i lb ako i samo
ako je lb ≤ a ili
a < lb < 2a ili la >
4alb(lb − a)
(2a − lb)(3lb − 2a) .






2a cos β2 − lb
. (2.8)






, lb < 2a, i













Slucˇaj 1: lb ≤ a. Ocˇito, (2.8) definira z kao rastuc´u funkciju od β na otvorenom intervalu




cije z se povec´avaju od
alb
2a − lb do ∞. Istodobno, iz (2.10), vrijednosti od y se povec´avaju
od a − alb
2a − lb =
2a(a − lb)
2a − lb do ∞. Na odgovarajuc´i nacˇin, desna strana od (2.11) mozˇe
biti bilo koji pozitivan broj. Po teoremu srednje vrijednosti, postoji jedinstveni β za koji je
(2.11) zadovoljena. To dokazuje postojanost i jedinstvenost danog trokuta.
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Slucˇaj 2: a < lb < 2a. U ovom slucˇaju, (2.8) definira jednaku rastuc´u funkciju z kao i ra-
nije, ali se vrijednosti od y povec´avaju od
alb
2a − lb − a =
2a(lb − a)
2a − lb do∞. Na odgovarajuc´i
nacˇin, vrijednosti desne strane od (2.11) se povec´avaju od
alb
2a − lb ·
2a(lb − a)
2a − lb





 = 16a2l2b(lb − a)2(2a − lb)2(3lb − 2a)2
do ∞. Iz toga slijedi la > 4alb(lb − a)(2a − lb)(3lb − 2a) . Stoga, postoji jedinstveni β za koji je (2.11)
zadovoljena. To dokazuje postojanost i jedinstvenost danog trokuta. 
Specijalno, za postojanje jednakokracˇnog trokuta s jednakim stranicama duljine a i





Lema 2.2.2. Pretpostavimo da trokuti ABC i A′B′C′ imaju sukladne stranice AB i A′B′ i
sukladne simetrale kuta α, tj. |AL| = |A′L′| . Neka je ^BAC < ^B′A′C′. Tada je |BC| <
|B′C′|.
Dokaz. Po Lemi 2.1.2 imamo da je |AC| < |A′C′|. Neka je BH ⊥ AC, B′H′ ⊥ A′C′. Tada
je |AH| > |A′H′| i |BH| < |B′H′|.
Slika 2.6
Nadalje,
|CH| = ||AH| − |AC|| < |C′H′| = ||A′H′| − |A′C′||
pa imamo dva pravokutna trokuta CHB i C′H′B′ za koje vrijedi da je |CH| < |C′H′| i
|BH| < |B′H′|.
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Neka je |H′F| = |HC| i |H′K| = |HB|. Dakle, |FK| = |CB|. Ako je FK ‖ C′B′, onda je
|FK| < |C′B′|.
Pretpostavimo da je ^FKH′ > ^C′B′H′. Neka je C′P ‖ FK. Tada je |C′P| > |FK|. ^C′PB′
je tupi kut pa imamo |C′B′| > |C′P| > |FK| = |CB|. 
Slika 2.7
Teorem 2.2.3. Ako se trokuti podudaraju u jednoj stranici, simetrali jednog prilezˇec´eg kuta
te u simetrali kuta nasuprot te stranice, tada su ti trokuti sukladni.
Dokaz. Oznacˇimo dvije simetrale kuta trokuta ABC i A′B′C′ s AD, A′D′ i CE, C′E′ odgo-
varajuc´im redom i neka je |AD| = |A′D′|, |CE| = |C′E′| i |AB| = |A′B′|. Slicˇno kao u dokazu
Teorema 2.1.3 zakljucˇujemo da ako vrijedi ^BAC = ^B′A′C′, onda su trokuti sukladni.
Slika 2.8
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Neka je ^BAC < ^B′A′C′. Po Teoremu 2.1.2 i Teoremu 2.2.2 vrijedi |A′C′| > |AC| i
|C′B′| > |CB|. Zˇelimo dokazati da je |C′E′| > |CE|. Neka je ^B′′A′D′ = ^C′′A′D′ = ^BAD,
|A′B′′| = |AB|, |A′C′′| = |AC|. Tada vrijedi 4B′′A′C′  4BAC (A′D′ je zajednicˇka simetrala
kuta trokuta B′A′C′ i B′′A′C′′). Moramo uzeti u obzir 3 slucˇaja.
Slucˇaj 1. Tocˇka C′′ pripada unutrasˇnjosti trokuta C′A′D′ (ukljucˇujuc´i i duzˇinu D′C′). U
Teoremu 2.4.3 je dokazano da u tom slucˇaju vrijedi |C′′E′′| = |CE| < |C′E′|.
Slucˇaj 2. Tocˇka C′′ pripada vanjsˇtini trokuta C′A′D′ i ^A′C′′B′′ = ^ACB > ^A′C′B′. Neka
je |C1A′| = |CA|, ^A′C1B1 = ^ACB, ^C1A′B1 = ^CA′B. Tada je 4C1A′B1  4CAB. Po
Slika 2.9
Lemi 2.4.1, simetrala ^A′C1B1 je manja od simetrale ^A′C′B1. Neka je C′L simetrala tro-
kuta A′C′B1. ^B1A′C′ < ^B′A′C′, pa je |C′B1| < |C′B′| (elementarni geometrijski dokaz









|A′B1| = |A′B′| pa je ^B1LE′ tupi kut i ^C′LE′ > ^B1LE′ > 90◦. Dakle, |C′E′| > |C′L| >
|CE|.
Slucˇaj 3. Tocˇka C′′ pripada vanjsˇtini trokuta C′A′D′ i ^A′C′′B′′ = ^ACB < ^A′C′B′.
Neka je C′B2 ‖ C1B1 i neka je C′L1 simetrala kuta trokuta A′C′B2. Tada je |C′L1| > |CE|.









^C′L1E′ je tupi kut i |C′E′| > |C′L1| > |CE|. 
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Slika 2.10
2.3 O postojanju trokuta sa zadanom opisanom i
upisanom kruzˇnicom i duljinom simetrale kuta
U ovom poglavlju dajemo nuzˇne i dovoljne uvjete za postojanje trokuta kojem su zadani
opisane i upisane kruzˇnice te duljina simetrale kuta. Takoder, razmatramo pitanje kons-
trukcije takvih trokuta.
Poznato je da je udaljenost izmedu sredisˇta opisane i upisane kruzˇnice trokuta dana
formulom
d2 = R2 − 2Rr, (2.12)
gdje su R i r redom radijusi opisane i upisane kruzˇnice trokuta. Stoga, ako u ravnini imamo
zadane dvije kruzˇnice, s radijusima R i r, nuzˇan uvjet za postojanje trokuta kojem c´e te
kruzˇnice biti opisana i upisana kruzˇnica je taj da udaljenost izmedu njihovih sredisˇta zado-
voljava (2.12). Iz Ponceletovog teorema zatvaranja slijedi da je taj uvjet takoder i dovoljan.
Osim toga, svaka tocˇka opisane kruzˇnice mozˇe biti jedan od vrhova trokuta, tj. opc´enito
ima beskonacˇno mnogo takvih trokuta. Zanima nas postojanje i jedinstvenost takvog tro-
kuta ako dodamo josˇ jedan element. U nasˇem slucˇaju, dodat c´emo duljinu simetrale kuta.
Zˇelimo dokazati sljedec´i teorem.
Teorem 2.3.1. Ako je l > 0 duljina simetrale kuta, onda postoji jedinstveni trokut ako i
samo ako je
R + r − d ≤ l ≤ R + r + d. (2.13)
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a · cos α2





r + 2R sin2 α2
.








R cos α2 (r − 2R sin2 α2 )(










r + 2R sin2 α2
)2
< 0.
Stoga, l(α) monotono pada na [αmin, αmax] od lmax = R + r + d do lmin = R + r − d. 
Napomena 2.3.2.
Opc´enito, konstrukcija trokuta ravnalom i sˇestarom, sa zadanim R, r i l nije moguc´a.




2Rlt3 − 4Rrt2 + rlt − r2 = 0.
Za R = 3, r = 1 i l = 5 (takav trokut postoji po Teoremu 2.3.1), imamo
30t3 − 12t2 + 5t − 1 = 0.















Direktnom provjerom vidimo da ova jednadzˇba nema racionalnih rjesˇenja. To pokazuje da
konstrukcija trokuta ravnalom i sˇestarom nije moguc´a.
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2.4 O postojanju trokuta sa zadanim duljinama
simetrala unutarnjih kutova
U ovom poglavlju dajemo elementarni geometrijski dokaz sukladnosti trokuta koji se podu-
daraju u svim trima simetralama kutova bez korisˇtenja trigonometrije, matematicˇke analize
i formula za duljinu simetrale kuta trokuta.
Lema 2.4.1. Pretpostavimo da trokuti ABC i AB′C′ imaju zajednicˇki kut u vrhu A (α) i da
upisana kruzˇnica od AB′C′ nije vec´a od upisane kruzˇnice od ABC. Ako je γ′ > γ, onda je
simetrala od γ′ manja od simetrale od γ.
Dokaz. Neka su CF i C′F′ simetrale kutova γ i γ′ trokuta ABC i AB′C′. Zˇelimo dokazati
da ako je γ′ > γ, onda je |C′F′| < |CF|.
Slika 2.11
Slucˇaj 1. Trokuti imaju jednake upisane kruzˇnice. Bez smanjenja opc´enitosti, pretposta-
vimo da je β > β′ i da je tocˇka C′ izmedu A i C. Neka je O sredisˇte zajednicˇke upisane
kruzˇnica promatranih trokuta. Poznato je da je |OF| < |OC| i |OF′| < |OC′|. Dakle, za
povrsˇine vrijedi
P(OFF′) = P(OCC′). (2.14)
Neka su d, d′ redom udaljenosti od A do simetrala CF,C′F′. Buduc´i da je ^AOF′ =
^OAC′ + ^AC′O =
α + γ′
2
< 90◦, imamo ^AOF < ^AOF′ < 90◦ i d < d′. Sada, iz 2.14
imamo
P(OFF′) + P(OC′AF) < P(OCC′) + P(OC′AF).
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To nam daje P(AF′C′) < P(AFC), ili
1
2
d′ · |C′F′| < 1
2
d · |CF|. Buduc´i da je d < d′, imamo
|C′F′| < |CF|.
Slucˇaj 2. Upisana kruzˇnica trokuta AB′C′ je manja od upisane kruzˇnice trokuta ABC.
Slika 2.12
Buduc´i da je upisana kruzˇnica trokuta AB′C′ unutar trokuta ABC, mozˇemo konstruirati
tangentu B′′C′′ paralelnu s BC koja je blizˇa tocˇki A nego BC. Neka je C′′F′′ simetrala
trokuta AB′′C′′. Imamo C′′F′′ ‖ CF i
|C′′F′′| < |CF|. (2.15)
Buduc´i da je ^AC′′B′′ = ^ACB < ^AC′B′, iz Slucˇaja 1. imamo
|C′F′| < |C′′F′′|. (2.16)
Iz 2.15 i 2.16 imamo |C′F′| < |CF|. 
Lema 2.4.2. Pretpostavimo da trokuti ABC i AB′C′ imaju zajednicˇki kut u vrhu A (α)
i zajednicˇku simetralu kuta AD, a zajednicˇki kut nije vec´i od preostalih kutova trokuta
AB′C′. Ako je γ′ > γ, onda je simetrala od γ′ manja od simetrale od γ.
Dokaz. Ako upisana kruzˇnica trokuta AB′C′ nije vec´a od upisane kruzˇnice trokuta ABC,
onda zakljucˇak slijedi iz Leme 2.4.1.
Pretpostavimo da je upisana kruzˇnica trokuta AB′C′ vec´a od upisane kruzˇnice trokuta ABC.
Pravac BC sijecˇe upisanu kruzˇnicu od A′B′C′. Stoga, tangenta iz vrha C na tu kruzˇnicu
sijecˇe AB′ u tocˇki B′′ izmedu B i B′. Neka su CF i C′F′ simetrale kutova redom γ i γ′ u
trokutima ABC i AB′C′. Zˇelimo dokazati da je |C′F′| < |CF|.
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Slika 2.13
Promotrimo takoder simetralu CF′′ u trokutu AB′′C. Buduc´i da se tocˇka B nalazi izmedu
A i B′′, tocˇka F se nalazi izmedu A i F′′. Iz Leme 1.2.1 imamo
|C′F′| < |CF′′|. (2.17)
Iz ^CB′′A > ^C′B′A ≤ ^B′AC′, imamo ^CF′′A > 90◦ i iz trokuta CFF′′
|CF′′| < |CF|. (2.18)
Iz 2.17 i 2.18 zakljucˇujemo da je |C′F′| < |CF|. 
Teorem 2.4.3. Ako se trokuti ABC i A′B′C′ podudaraju u tri simetrale kutova, tada su ti
trokuti sukladni.
Dokaz. Oznacˇimo simetrale kutova trokuta ABC s AD, BE, CF i neka je |AD| = |A′D′|, |BE| =
|B′E′|, |CF| = |C′F′|.
Ako za kutove danih trokuta imamo α = α′, β = β′, γ = γ′, onda iz slicˇnosti trokuta ABC i
A′B′C′ i trokuta ABD i A′B′D′ zakljucˇujemo da su trokuti ABC i A′B′C′ sukladni.
Neka je α′ kut koji nije vec´i od bilo kojeg drugog kuta trokuta A′B′C′ i ABC. Konstruiramo
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trokut AB1C1 sukladan trokutu A′B′C′ koji ima simetralu AD kuta ^B1AC1.
Ako je α = α′ i γ′ > γ, onda trokuti ABC i AB1C1 zadovoljavaju uvjete Leme 2.4.2. Slijedi
da je |C′F′| < |CF|, sˇto je kontradikcija.
Ako je α′ < α i AB1, AC1 sijeku BC redom u tocˇkama B2 i C2, bez smanjenja opc´enitosti
pretpostavljamo da se C1 nalazi izmedu A i C2 (moguc´e i da se podudara s C2). Pretposta-
vimo da simetrala kuta ^AC2B2 sijecˇe AB2 u F2 i AB u F3.
Slika 2.14
Buduc´i da trokuti AB1C1 i AB2C2 zadovoljavaju uvjete Leme 2.4.2, imamo
|C′F′| ≤ |C2F2| < |C2F3|. (2.19)
Upisana kruzˇnica trokuta ABC2 je manja od upisane kruzˇnice trokuta ABC. Kako je
^AC2B > ^ACB, po Lemi 2.4.2 slijedi |C2F3| < |CF| i iz 2.19 zakljucˇujemo |C′F′| < |CF|.
Opet smo dobili kontradikciju. Dakle, trokuti ABC i A′B′C′ su sukladni. 
Poglavlje 3
Konstruktivni problemi trokuta
Kada trazˇimo da se konstruira trokut kojem su zadani neki elementi, onda mislimo na to da
se konstruira bilo koji takav trokut u ravnini. Takoder, kada se u geometriji govori o tome
da je trokut jednoznacˇno odreden, onda se obicˇno misli da je on odreden do na izometriju
ravnine.
Sˇto znacˇi rijecˇ konstruirati? Pri geometrijskim konstrukcijama sluzˇimo se samo s dva
pomagala, a to su jednobridno ravnalo kojim mozˇemo nacrtati pravac koji prolazi kroz
dvije zadane tocˇke i sˇestarom kojim mozˇemo oko svake tocˇke opisati kruzˇnicu proizvoljno
velikog radijusa. Pri tome smatramo da znamo konstruirati presjek dvaju pravaca, presjek
pravca i kruzˇnice i presjek dviju kruzˇnica. Tocˇku c´emo smatrati konstruiranom ako je ona
dobivena jednom od navedenih konstrukcija. Trokut smatramo konstruiranim ako znamo
konstruirati njegove vrhove. Cˇetiri osnovne konstrukcije trokuta slijede iz ovih tvrdnji:
trokut je jednoznacˇno odreden sa svoje tri stranice, s dvije stranice i kutom izmedu njih,
s jednom stranicom i dva kuta uz nju, s dvije stranice i kutom nasuprot vec´e od njih. U
svezi s trokutom i njegovim konstrukcijama uvode se josˇ neki osnovni pojmovi kao: visina,
tezˇisˇnica, simetrala stranice, simetrala kuta itd.
U ovom poglavlju opisat c´emo konstrukcije trokuta pri cˇemu je bar jedan od zadanih
elemenata simetrala kuta. Cjeloviti popis konstrukcija trokuta nalazi se u knjizi [12] na
stranicama 356 - 357. Izdvojit c´emo one konstrukcije trokuta ako su zadane tri od velicˇina
a, b, c, α, β, γ, va, vb, vc, ta, tb, tc, sα, sβ, sγ, pri cˇemu je barem jedna od zadanih velicˇina du-
ljina simetrale kuta.
37
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Redni broj Zadani elementi Rjesˇivost
1. a, b, sα ne
2. a, b, sγ da
3. a, α, sα da
4. a, α, sβ ne
5. a, β, sα ne
6. a, β, sβ da
7. a, β, sγ da
8. a, va, sα da
9. a, va, sβ ne
10. a, vb, sα ne
11. a, vb, sβ da
12. a, vb, sγ da
13. a, ta, sα da
14. a, ta, sβ ne
15. a, tb, sα ne
16. a, tb, sβ ne
17. a, tb, sγ ne
18. a, sα, sβ ne
19. a, sβ, sγ ne
20. α, β, sα da
21. α, β, sγ da
22. α, va, sα da
23. α, va, sβ ne
Redni broj Zadani elementi Rjesˇivost
24. α, vb, sα da
25. α, vb, sβ da
26. α, vb, sγ ne
27. α, ta, sα da
28. α, ta, sβ ne
29. α, tb, sα ne
30. α, tb, sβ ne
31. α, tb, sγ ne
32. α, sα, sβ ne
33. α, sβ, sγ ne
34. va, vb, sα ne
35. va, vb, sγ da
36. va, ta, sα da
37. va, ta, sβ ne
38. va, tb, sα da
39. va, tb, sβ ne
40. va, tb, sγ ne
41. va, sα, sβ ne
42. ta, tb, sα ne
43. ta, tb, sγ ne
44. ta, sα, sβ ne
45. ta, sβ, sγ ne
46. sα, sβ, sγ ne
Konstruktivni problem ima cˇetiri etape: analizu sa skicom, konstrukciju s planom kons-
trukcije, dokaz te diskusiju. Ukoliko je iz analize ocˇito da dobiveni trokut zadovoljava dane
uvjete, dokaz c´emo preskocˇiti.
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3.1 Konstrukcije trokuta sa zadana tri elementa od kojih
je jedan simetrala kuta
Primjer 1. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, β, sβ.
Rjesˇenje. Analiza.











s vrhom u B i krakom BC. Drugi krak kuta oznacˇimo s q.
3. k = k(B, sβ).




s vrhom u B i krakom BT . Drugi krak kuta oznacˇimo s p.
6. CT ∩ p = {A}.





Postoji jedinstveni takav trokut.
U sljedec´im c´emo primjerima opisati samo analizu, eventualno plan konstrukcije.
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Primjer 2. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, β, sγ.
Rjesˇenje. Analiza.








2. Kut velicˇine β s vrhom u B i krakom BC. Drugi krak kuta oznacˇimo s q.
3. k = k(C, sγ).




s vrhom u C i krakom BT . Drugi krak kuta oznacˇimo s p.
6. q ∩ p = {A}.
Primjer 3. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, vb, sβ.
Rjesˇenje. Analiza.
Iz danih podataka moguc´e je konstruirati trokut BCN. Potom se do tocˇke A dolazi osnom
simetrijom pravca BC s obzirom na os simetrije BT .
Plan konstrukcije:
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Slika 3.4
Razlikujemo dva slucˇaja: a) vb < a, b) vb = a.
a)
1. Trokut BCN, gdje je N nozˇisˇte visine duljine vb na stranicu AC.
2. k = k(B, sβ).
3. k ∩CN = {T }.
4. Pravac p osnosimetricˇan s BC s obzirom na os simetrije BT .
5. p ∩CN = {A}.
b)
1. Duzˇina BC.
2. Okomica iz C na pravac BC, oznacˇimo ju s q.
3. k = k(B, sβ).
4. k ∩ q = {T }.
5. Pravac p osnosimetricˇan s BC s obzirom na os simetrije BT .
6. p ∩ q = {A}.
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Primjer 4. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, vb, sγ.
Rjesˇenje. Analiza.
Iz danih podataka moguc´e je konstruirati trokut BCN. Potom konstruiramo simetralu p
kuta γ. Nanosˇenjem duljine sγ na pravac p dobijemo tocˇku T . Tocˇku A dobijemo kao
presjek pravaca BT i CN.
Slika 3.5
Plan konstrukcije:
Razlikujemo dva slucˇaja: a) vb < a, b) vb = a.
a)
1. Trokut BCN, gdje je N nozˇisˇte visine na stranicu AC.
2. Simetrala kuta γ.
3. k1 = k(C, sγ).
4. k1 ∩ sγ = {T }.
5. BT ∩CN = {A}.
b)
1. Duzˇina BC.
2. Okomica iz C na pravac BC, oznacˇimo ju s q.
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3. Simetrala pravog kuta odredenog krakovima CB i p.
4. k2 = k(C, sγ).
5. k2 ∩ sγ = {T }.
6. BT ∩CN = {A}.
Primjer 5. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, b, sγ.
Rjesˇenje. Analiza.
Ovaj konstruktivni problem se rjesˇava algebarskom metodom. Iz danih podataka moguc´e je
konstruirati trokut ABC tako da izrazimo c preko tri zadane velicˇine. Tada imamo osnovnu
konstrukciju trokuta (tri zadane stranice). Po Teoremu 1.5.2, znamo da vrijedi
s2(a + b)2 = ab
(
(a + b)2 − c2
)
.
Iz toga izrazimo c te dobijemo





c2 = (a + b)2 − y2,



















Sad te velicˇine znamo konstruirati algebarskom metodom, kao i y =
√
x1 · x2 (primjenom
Euklidovog poucˇka). Buduc´i da je c2 = (a + b)2 − y2, sad znamo konstruirati c primjenom
Pitagorinog poucˇka pa mozˇemo konstruirati 4ABC kojem su dane duljine stranica a, b i c.
Primjer 6. Konstruirajmo trokut ako je zadano α, β, sα.
Rjesˇenje. Analiza.






1. Duzˇina AT .





s vrhom u A i krakom AT . Drugi krak kuta oznacˇimo s q.
3. Kut velicˇine 180◦ − β − α
2
s vrhom u T i krakom T A. Drugi krak kuta oznacˇimo s p.
4. p ∩ q = {B}.




6. p ∩ AC = {C}.
Primjer 7. Konstruirajmo trokut ako je zadano α, β, sγ.
Rjesˇenje. Analiza.
Znamo da je γ = 180◦ − (α+ β). Sad ovaj primjer svodimo na prethodni za zadane α, γ, sγ.
Primjer 8. Konstruirajmo trokut ako je zadano α, va, sα.
Rjesˇenje. Analiza.
Razlikujemo dva slucˇaja: a) va < sα, b) va = sα.




na AT s obje strane.
b) Duzˇine AN i AT se podudaraju. Prvo konstruiramo duzˇinu AN duljine va te okomicu na
pravac AN kroz tocˇku N, a zatim nanosimo kut velicˇine
α
2
na AN s obje strane.
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Slika 3.7
Primjer 9. Konstruirajmo trokut ako je zadano α, vb, sα.
Rjesˇenje. Analiza.
Slika 3.8
Iz podataka α i vb mozˇemo konstruirati pravokutni trokut ABN cˇiji vrh N je nozˇisˇte visine
vb na stranicu AC trazˇenog trokuta. Kad znamo polozˇaj tocˇke A, tada mozˇemo odrediti i
polozˇaj tocˇke T jer je |AT | = sα. Tocˇku C sada dobijemo kao presjek pravaca AN i BT .
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Konstrukcija.
Konstruiramo kut XAY velicˇine α (tocˇka B pripada polupravcu AX, a tocˇka C pripada
polupravcu AY). Zatim konstruiramo pravac p paralelan s AY na udaljenosti vb od pravca
AY . Presjek pravca p i polupravca AX je tocˇka B. Sada konstruiramo simetralu AT kuta α
duljine sα. Presjek pravaca BT i AY je tocˇka C.
Primjer 10. Konstruirajmo trokut ako je zadano α, vb, sβ.
Rjesˇenje. Analiza.
Iz podataka α i vb mozˇemo konstruirati pravokutni trokut ABN cˇiji vrh N je nozˇisˇte visine
vb na stranicu AC trazˇenog trokuta. Kad znamo polozˇaj tocˇke B, tada mozˇemo odrediti i
polozˇaj tocˇke T jer je |BT | = sβ. Time je odredena i polovina kuta β. Nanosˇenjem kuta
^ABT na krak BT dobivamo cijeli kut β, tj. dolazimo do tocˇke C.
Konstrukcija.
Konstruiramo kut XAY velicˇine α (tocˇka B pripada polupravcu AX, a tocˇka C pripada
polupravcu AY). Zatim konstruiramo pravac p paralelan s AY na udaljenosti vb od pravca
AY . Presjek pravca p i polupravca AX je tocˇka B. Sada konstruiramo kruzˇnicu iz tocˇke
B polumjera sβ. Presjek te kruzˇnice i polupravca AY je tocˇka T . Presjek polupravca AY i
pravca osnosimetricˇnog pravcu AB s obzirom na os simetrije BT je tocˇka C.
Slika 3.9
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Primjer 11. Konstruirajmo trokut ako je zadano sα, va, ta.
Rjesˇenje. Analiza.
Razlikujemo dva slucˇaja: a) va < sα, b) va = sα.
a) Visinu va i tezˇisˇnicu ta mozˇemo smatrati kao katetu i hipotenuzu pravokutnog trokuta
APN. Druga kateta tog trokuta odreduje pravac PN na kojem lezˇi stranica BC. Krajnjom
tocˇkom tezˇisˇnice P konstruiramo okomicu o na BC (simetralu stranice BC). Po Teoremu
1.2.3, ta okomica sijecˇe simetralu kuta sα u tocˇki na opisanoj kruzˇnici trazˇenog trokuta
ABC. Oznacˇimo tu tocˇku s H. Sjecisˇte simetrale duzˇine AH i pravca o je sredisˇte opisane
kruzˇnice trazˇenog trokuta. Tocˇke B i C su presjek opisane kruzˇnice (sa sredisˇtem u tocˇki
O, radijusa |OA|) i pravca PN.
Slika 3.10
b) Ocˇito vrijedi da je va = ta = sα i rjesˇenja su svi jednakokracˇni trokuti cˇija je visina na
osnovica duljine va.
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Primjer 12. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, α, sα.
Rjesˇenje. Analiza.
Ova konstrukcija je slozˇenija u svojoj analizi i ona se ne mozˇe provesti bez korisˇtenja








pi − α2 − ω











pi − α2 − (pi − ω)







a = m + n = sα sin
α
2




























2 (cosα − cos 2ω)
=
4sα sin α2 cos
α
2 sinω
cosα − 1 + 2 sin2 ω =
4sα sin α2 cos
α
2 sinω
2 sin2 ω − 2 sin2 α2
.
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Dobijamo kvadratnu jednadzˇbu varijable sinω:
a sin2 ω − 2sα sin α2 cos
α
2


























Drugo rjesˇenje nema geometrijsko znacˇenje jer je 0 < ω < 2pi.
Oznacˇimo z = x + y, gdje je x = sα cos α2 , a y =
√
x2 + a2. Duljina x je duljina katete
pravokutnog trokuta s hipotenuzom sα i kutom α2 , dok je y hipotenuza pravokutnog trokuta







znacˇi da mozˇemo konstruirati trokut sa stranicama z i a i kutom α2 nasuprot stranice a, gdje
c´e ω biti kut nasuprot stranice z. Sad kad znamo ω, mozˇemo dobiti kutove
β = pi − α
2
− ω, γ = pi − α
2
− (pi − ω) = ω − α
2
. Buduc´i da imamo a, β i γ, sad je lako konstruirati trokut ABC.
Primjer 13. Nije moguc´e konstruirati trokut ako je zadano a, b, sα.
Dokaz. Pokazˇimo prvo da postoji trokut ABC tako da je a = 1, b = 1, sα = 1. Podimo
od jednakokracˇnog trokuta s krakovima a = b = 1 s nekim kutom ^ACB. Pustimo li da
^ACB raste od blizu 0◦ do blizu 180◦, onda se pripadni sα mijenja od neke vrijednosti
manje od 1 do neke vrijednosti vec´e od 1, pa mora postojati ^ACB takav da je sα = 1 (zbog
neprekidnosti). Trokut je moguc´e konstruirati ako znamo konstruirati josˇ stranicu c. Ocˇito





















Iz adicijske formule za kosinus polovicˇnog kuta i kosinusovog poucˇka slijedi
s2α(b + c)
2 = bc[(b + c)2 − a2].
POGLAVLJE 3. KONSTRUKCIJE 51
Uvrstimo li ovamo a = b = sα = 1, dobivamo nakon sredivanja
c3 + c2 − 2c − 1 = 0.
Ova jednadzˇba nema racionalnih rjesˇenja, pa se c ne mozˇe konstruirati ravnalom i sˇestarom,
te stoga ni trazˇeni trokut. 
Primjer 14. Nije moguc´e konstruirati trokut ako je zadano sα, sβ, sγ.
Dokaz. Da dokazˇemo nerjesˇivost ovog zadatka dovoljno je dokazati nerjesˇivost za jednu
posebnu trojku duzˇina AT1, BT2,CT3, za koju postoji trokut ABC takav da su mu to sime-




, sβ = sγ = 2
postoji jednakokracˇan trokut ABC s takvim simetralama unutarnjih kutova. Mozˇemo zadati
za simetralu kuta α duzˇinu AT1 za koju je duljina sα i promatrati sve jednakokracˇne trokute
s sα kao simetralom kuta pri vrhu A. Lako se vidi da postoje trokuti s ostalim dvjema
simetralama od duljine nula do bilo koje velike duljine. Iz razloga neprekinutosti mora,
dakle, postojati trokut sa simetralama sβ = sγ = 2.
Promotrimo jedan takav jednakokracˇan trokut ABC i posebno trokut ABT1. Na temelju
sinusovog poucˇka za trokut ABT1 imajuc´i na umu da je
α = 180◦ − 2β i ^AT2B = 32β
slijedi
c · sin 2β = sβ · sin 32β.
Kako je c · sin β = sα, sα = 12 i sβ = 2, imamo dalje
1
2















− 8 sin3 β
2
.
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x3 − x2 − 12x + 8 = 0.
Kad bi x = 4 sin
β
2
bio broj koji je konstruktibilan uz zadane simetrale
1
2
i 2, tada bi ova
jednadzˇba morala imati jedno rjesˇenje koje je konstruktibilno. No, tada bi po Teoremu
18.3. [12] ta jednadzˇba imala najmanje jedno racionalno rjesˇenje, koje bi dalje prema
Teoremu 18.4. [12] moralo biti djelitelj broja 8. No, nijedan od brojeva ±1,±2,±4,±8 nije
rjesˇenje te jednadzˇbe, sˇto nas dovodi do kontradikcije. Ova konstrukcija se, dakle, ne dade
rijesˇiti pomoc´u ravnala i sˇestara.

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Sazˇetak
U prvom poglavlju se progovara o simetrali kuta te simetralama kutova trokuta. Defini-
rana je simetrala kuta, opisana je njezina konstrukcija za dani kut te je iskazan i dokazan
Teorem o simetrali kuta. Nadalje, iskazani su i dokazani teoremi koji govore o svojstvima
simetrala unutarnjih kutova trokuta. Najvazˇniji od njih, Teorem o simetrali unutarnjeg kuta
trokuta, dokazan je na cˇetiri nacˇina, a takoder je iskazan i dokazan i njegov obrat. Proucˇeni
su i analogoni tog teorema. Jedan od analogona govori o simetrali vanjskog kuta trokuta, a
drugi o simetralnoj ravnini tetraedra (analogija simetrale kuta u prostoru). Zatim su izve-
dene formule za duljine simetrala unutarnjih kutova trokuta i duljine odsjecˇaka koji nastaju
presjekom simetrale unutarnjeg kuta i nasuprotne stranice trokuta. Na kraju poglavlja su
iskazani josˇ neki teoremi o simetralama kutova trokuta i sredisˇtu trokutu upisane kruzˇnice.
Preostali dio rada je posvec´en konstruktivnim problemima, tj. izvodljivosti konstrukcije
trokuta ako je barem jedan od zadanih elemenata trokuta simetrala unutarnjeg kuta tog
trokuta. U drugom su poglavlju dani dovoljni i nuzˇni uvjeti o postojanju i jedinstvenosti
trokuta kojem su zadane duljine jedne stranice i dvije simetrale kuta, opisana i upisana
kruzˇnica i duljina simetrale kuta, duljine simetrala unutarnjih kutova trokuta. Trec´e po-
glavlje je posvec´eno konkretnim primjerima opisa konstrukcija trokuta. Na pocˇetku se
poglavlja govori o tome sˇto znacˇi rijecˇ konstruirati te su u tablici izdvojene sve one kons-
trukcije trokuta u kojima su zadane tri velicˇine, od kojih je barem jedna od zadanih velicˇina
duljina simetrale unutarnjeg kuta. Neke od rjesˇivih konstrukcija su opisane, a za dvije
konstrukcije koje nisu rjesˇive je dokazana nerjesˇivost.
Summary
The first chapter summarizes facts about the angle bisector and the triangle angle bisec-
tors. The angle bisector is defined, the construction of the given angle is described and the
Angle bisector Theorem is expressed and proven. Furthermore, the theorems which define
the performances of the interior angle bisectors of a triangle are expressed and proven. The
most important theorem, the Angle bisector Theorem of triangles, is proven in four ways,
as is its opposite. The analogues of this theorem are also studied. One of these analogues
describes property of the exterior angle bisector of a triangle, while the other deals with the
bisecting plane of a tetrahedron. As well, the formulae for the lengths of an interior angle
bisector of a triangle and formulae of sections which are the result of an intersection of an
interior angle bisector on the opposite side of the triangle are derived. At the end of the
chapter other theorems related to an angle bisector of a triangle and an incircle of a triangle
are presented.
The remainder of the thesis concerns constructive problems i.e feasibility of the triangle
construction if at least one given element is an angle bisector of that triangle. In the se-
cond chapter the necessary and sufficient conditions of the existence and uniqueness of a
triangle for which is given the following; the length of one side and two angle bisectors,
the circumcircle, incircle and the length of the angle bisector, and the length of the interior
angle bisectors of the triangle. The third chapter is related to concrete examples of the
descriptions of the triangle’s construction. Firstly, the word ”construction” is described.
Secondly, in the table, the triangle constructions which have three given elements where
at least one of these elements is the length of the angle bisector is extracted. Some of the
solvable constructions are described while for two constructions that are unsolvable, the
unsolvability is proven.
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